Nhu vay, mac dit tiing BNN doc lap c6 thé nhan gia tri khac nhiéu so véi
ki vong clia chiing, song trung binh s6 hoc cia mot s6 16n cac BNN lai nhan gia
tri gan bang ki vong clia chting vé6i xac suat rat 16n. Sy kién nay cho phép ta ude
luong ki vong bang trung binh cong cic két qua do dac doc lap cia BNN c¢6 ki
vong dé. Chéng han, gieo mot con xtc xic can déi. Gia st X 1a s6 not xuat hien
& mit trén con xtc xac. Ta c6 E(X) = 3,5. Mot nha thong ké di gieo mot con xtic
xac can doi 1 trieu lan (nho sy trg gitp ciia méay vi tinh) va ghi lai s6 ndt xuat
hién & mit trén con xic xac. S6 trung binh ciia 1 triéu lan gieo duge tim thay 1a

o L Y
106

~ 3, 500876.

Luat s6 16n Chebyschev c¢é ting dung rong rai trong nhiéu linh vie, ching
han n6 chinh la co s6 cho phuong phép do luong trong vat li. Dé xéc dinh gia tri
ctia mot dai lugng vat 1f nao dé ngudi ta thuong tién hanh do n lan doc lap va lay
trung binh s6 hoc ctia cac két qua do lam gia tri thuc ctia dai luong can do. That
vay, gid st xem két qud ctia n lan do 1a cac BNN Xq,---, X,,. Ta thay ring cac
BNN nay doc lap, c6 cung ki vong bang chinh gia tri thuc cta dai lugng vat 1f (gia
stt khong c6 sai s6 hé thong), cac phuong sai cia chiing déu bi chin trén bdi binh
phuong ctia do chinh xéc ctia thiét bi do. Do dé theo Dinh 1i 2.3 ta c6 thé cho riang
trung binh s6 hoc ctia cic két qua do sé sai lech rat it so véi gia tri thuyc ctia dai
luong vat 1i véi xac suat gan nhu bang mot.

2.3. MOT SO PHAN PHOI XAC SUAT THUONG GAP

2.3.1. Phan phoi nhi thic

a) Phan phéi Bernoulli

Dinh nghia 2.11. BNN X dugc goi 1a tuan theo luat phan phdi Bernoulli,
ki hieu X ~ B(1;p), néu X c6 bang phan phdi xac suat nhu sau

X |0 1

plz) |p|1-p

Ta thay moi phép thit chi c6 hai két cuc déu c6 thé mo hinh héa bing phan
phéi nay. Chang han mot phép thit chi c6 két qua A véi xac suat p va A v6i xac suat
q=1—p. Xay dung BNN X sao cho P(X =1) = P(A) =pva P(X =0) = P(A) = q.

T bang phan phdi ctia X ta c¢6 cac khing dinh sau:

(i) E(X) =0.g+ 1p=p,

(i) D(X) = 0%.q+1%2p —p? =p.q.

Trong i thuyét thong ke, BNN c6 phan phoi Bernoulli thusng duge ding dé
diic trung cho cac dau hiéu nghién cttu c6 tinh dinh tinh trong dé méi ca thé cta
tong thé c6 dau hiéu nay hodc khong c6 dau hieu nay. Chang han khi mubn nghién
citu gidi tinh ctia khach hang ta c6 thé dac trung cho giéi tinh bang BNN véi 2
gia tri bang 1 (Nam) va bang 0 (Nit); trong bai todn bau cit, néu ctt tri nao sé bd
phiéu cho tng ctt vien A ta cho nhan gia tri 1, ngudc lai ta cho nhan gia tri 0; dé
xac dinh t§ lé phé pham ctia 16 hang ta gan cho mdi san pham mot trong hai gia
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tri 0 va 1, néu san pham la phé pham ta cho nhan gia tri 1 v& nguge lai cho nhan
gia tri 0... D6 1a cidc BNN c6 phan phoi Bernoulli.

b) Phan phdi nhi thic

Day 1a mot trong cac phan phéi rat hay dung trong théng ké hien dai. O
Chuong I ta da lam quen véi luge do Bernoulli khi xét diay n phép thit doc lap,
gibng nhau, trong mdi phép thit syt kien A xuat hién véi xac suat p. Néu goi X 1a
s6 1an xuat hién A trong day n phép thit do, ta da biét X co cac gia tri tit 0 dén n
véi cac xac suat tuong ting duge xac dinh bdi

p(z) = Py(a;p) = CEp™(1 — p)" ™%, x=0,n. (2.8)

Dinh nghia 2.12. BNN X dugc goi 1 tuan theo luat phan phdi nhi thic,
ki hieu X ~ B(n;p), néu ham xac suat clia n6 c6 dang (2.8).

Bang 2.1: Bang phan phéi xac suat cia BNN X ~ B(n;p)

X 0 1 k R

p(x) | (L=p) | Cap(L—p)"= " | -+ | ChpF(L—p)»F | - | p"

Thuc hién n phép thit Bernoulli véi x4c suat thanh cong ctia sit kién A trong
modi lan thit 1a p. V6i mdi ¢ = 1,n, néu § lan thi thi 4, sy kien A xuat hién thi
X; nhan giéa tri 1, néu sy kien A khong xuat hién thi X; nhan gia tri 0. Nhu vay
X;,i=1,n 12 BNN ¢6 phan phoi Bernoulli. Goi X 1a s6 lan xuat hien sy kien A d6
trong day n phép thit Bernoulli. Khi do6

X=X1+Xo+ -+ X, ~B(n;p).

Do cac X;(i = 1,n) doc lap, mat khac F(X;) = p,D(X;) = p.q,Vi = 1,n,
g=1—p, nén ta co cac két qua sau:

(i) B(X) = E <§X) =3 B(X) = n.
(i1) D(X) =D <§njlx> = fle(Xi) = n.p.q,

(#i) Tt Dinh 1i 1.2 suy ra ModX =m théa man (n+1)p—1<m < (n+ 1)p.

Vi du 2.19. Theo mot dieu tra xa hoi hoc cho thay ti 1é sinh vién hoc khong
dung véi nganh nghé ma ho yéu thich 1a 34%. Mot 16p gom 60 sinh vien. Goi X
14 s6 sinh vién khong theo ding nganh nghé yéu thich trong 60 sinh vién nay.

a) Hay mo ta quy luat phan phoi ctia X.

b) Vé trung binh thi trong 60 sinh vién sé c¢6 bao nhiéu sinh vién khong
thich nganh dang hoc?

¢) C6 bao nhiéu sinh vién khong thich nganh dang hoc la ¢6 kh& nang nhat?

Loi giai.

a) Lop ¢6 60 sinh vien duge coi nhu ta da chon ngau nhién ra 60 sinh vién
t tap tat ca sinh vien véi ti 16 khong thich nganh dang hoc 1a 34%. Viéc chon
60 sinh vién tuong tng véi 60 phép thit Bernoulli véi xac suat khong ding nganh
ngheé yéu thich 1a p = 0,34. Nhu vay BNN X ~ B(60;0, 34).
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b) Vé trung binh trong 60 sinh vién sé c6 E(X) = 60.0,34 = 20,4 sinh vién
khong thich nganh dang hoc.

¢c) Taco (n+1)p—1=(60+1).0,34 — 1 =19,74 nén m = 20. Trong 60 sinh
vién thi tinh hudng c6 20 sinh vién khong thich nganh dang hoc 1a c¢6 kha ning
xay ra cao nhat.

2.3.2. Phan phéi Poisson

Khi n du 16n, viéc tinh gia tri ham x4c suat ctia phan phdi nhi thic hét stc
cong kenh. Nha todn hoc va vat 1f hoc ngusi Phap Siméon Denis Poisson (1781-
1840) da dua ra mot phan phéi mang tén ong dé khic phuc han ché nay.

Vi du 2.20. BNN “s6 vu tai nan giao thong x4y ra trong mot ngay” & mot
viing nao dé c6 thé duge mo hinh héa nhu sau. Gid s cac tai nan giao thong
xdy ra mot cdch ngau nhién, doc lap v6i nhau, va trung binh méi ngay cé6 A vu
tai nan. Ta chia 24 tiéng dong hd trong ngay thanh n khoang thsi gian (n c6 thé
1a mot s6 rat 16n) sao cho trong mdi khoang thoi gian c¢6 nhiéu nhat 1 vu tai nan
giao thong, va kha ning xay ra tai nan giao thong trong moéi khoang thoi gian

. ) ) L. , L 4. A .
bang A/n. Khi d6 tong so tai nan xay ra trong ngay c6 phan phoi B(n; —). Ta co
n

k n—k k
P(X =k)=CF (i) (1 - é) — %6_)\, khi n — oo.

n n

Nhu vay, khi n — oo thi X tré thanh phan phdi méi duge goi 1a phan phoi
Poisson. Tat nhién phan phdi Poisson khong thé 13 phan phéi xac suét chinh
xac clia van dé (vi s6 ngudi 13 hitu han, va s6 tai nan bi chin trén bdi s6 nguoi
chtt khong 16n tuy y duge), nhung né 14 phan phdi gan ding thuan tién cho viée
tinh toan.

Dinh nghia 2.13. BNN X dudc goi 1a tuan theo luat phan phdéi Poisson
tham s6 A > 0, ki hiéu 1a X ~ P()\), néu ham xéc suat clia n6 c6 dang

A A
p(z) =

e wlir =012,

trong d6, A 1a trung binh s6 1an xuat hién sy kién ta quan tam trong mot khodng
xac dinh (khoéng thoi gian hodc mdt khoang don vi tinh nao do).

Phan phdi Poisson c¢6 nhiéu ting dung trong li thuyét phuc vu dam dong,
kiém tra chat lugng san pham... Ching han s6 cudc goi dién thoai clia mot tong
dai trong khodng thoi gian ndo dé (1 gio, 1 ngay), sé luong khach hang dén mot
dia diém trong 1 gig, sb phuong tién giao thong qua mot nga tu, s6 hat a phét ra
tit cac hat phong xa trong mot chu ki, s6 161 in sai trong mot trang (hofic mot s6
trang) clia mot quyen sach, so transitor bi héng trong ngay dau tién st dung... déu
1a cdc BNN c6 phan phdi Poisson.

Vi du 2.21. Mot tong dai chuyén dién trong khoang thsi gian 107° giay.
Trong qua trinh chuyén dién, s6 tin hiéu on ngau nhién trong 1 giay la 10%. Néu
trong thdi gian truyen tin hiéu, c6 ding mot tin hiéu on ngdu nhién thi tong dai
sé nging lam viéc. Tinh xéac suat dé cho viéc truyéen tinh hiéu bi gian doan. Biét
rang so6 tin hiéu on ngau nhién roi vao trong khoadng thoi gian truyen tin hiéu
tuan theo luat phan phéi Poisson.
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Loi gidi. Goi X 1a BNN chi s6 cac tin hiéu on trong khodng thoi gian 107°
giay truyen tin. Khi do
X ~P(102.107°) & X ~ P(0, 1).
Do d6, xac suat viéc truyen tin bi gian doan 1a
1 0
P(X>1)=1-P(X=0)=1- 6_0’1% = 0,0952.
Vi du 2.22. Ngusi ta van chuyén 5000 chai rugu vao kho véi xac suat vé
ctia mdi chai 14 4.10~%. Hdi x4c suat dé khi van chuyén c6 khong qué 1 chai va?
Lai giai. C6 thé dimg luge do Bernoulli (phan phéi nhi thiic), nhung n = 5000
rat 16n, con p = 0,0004 nhé. Néu goi X la s chai bi v& khi van chuyén, c6 thé coi
phan phoi clia X xap xi v6i phan phdi Poisson v6i A = n.p = 2. Khi d6
20 2t 3
_ 2 -2 — ~
Cac ddc s6 cia BNN X ~ P(\) gom: E(X) = D(X)
2.3.3. Phan phéi mi
Dinh nghia 2.14. BNN X dugc goi la ¢6 phan phdi mii tham sd A > 0 néu

c6 ham mat do
0, néu z < 0,
flz) =

Xe ™ néu x> 0.

Avad—1<ModX <A

Phan phdi mii thuong xuat hién trong cac bai toan vé thai gian sdng clia mot
loai sinh vat, tudi tho ctia thiét bi... hoiic khodng cach giita hai lan xuét hién cla
mot su kién A nao d6 ma sd lan xuat hién ctia A tuan theo luat phan phoi Poisson
nhu: khodng thoi gian gitta 2 ca cap cttu 6 mot bénh vien, gitta 2 1an hong hoc clia
mot cai may; khoang cach gitta 2 gen dot bién ké tiép trén mot dai ADN,...

D(X) =

Cac dac s6 ciia phan phdi mi 1a: B(X) = v

%
Vi du 2.23. Gia st tudi tho (tinh bang ndm) ctia mot mach dién ti trong
mAy vi tinh 13 mot BNN ¢6 phan phéi mil véi ki vong 1a 6,25. Thoi gian bao
hanh ctia mach dién ti nay 1a 5 nam. Hbi c6 bao nhiéu phan tram mach dién t
ban ra phai thay thé trong thai gian bdo hanh?
Lai giai. Goi X la tudi tho clia mach dién tit, vi X c6 phan phdi mil nén
A=1/E(X)=1/6,25. Khi d6
1 5
P(X <5)= —/ e /0250y =1 — 708 ~1—0,449 = 0, 551.
6,25 J,
C6 khoang 55% mach dién tit ban ra phai thay thé trong thoi gian bao hanh.
2.3.4. Phan phdi déu
a) Phan phéi déu roi rac
Dinh nghia 2.15. BNN X dugc goi 1a tuan theo luat phan phdi déu roi
rac v6i tham s6 n, ki hiéu 14 X ~ ¢(n), néu X c6 bang phan phdi xac suat
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Si=| DN

Sie | =
S| B

p(x)

p 1 — . N % A
Nhu vay ham xac suat sé c6 dang p(i) = —,7 = 1,n. Nguoi ta con mé rong

n
khai niem phan phdi déu cho BNN X nhan gia tri trén mot tap hitu han bat ki ¢6

N ) 1
n phan t& {z1, 29, -, z,}, khi d6 p(z;) = ﬁ’i =1,n.

_n+1 R n?—1

E(X) va D(X) =

b) Phan phéi déu lién tuc
Dinh nghia 2.16. BNN X dugc goi 1a tuan theo luat phan phdi déu lien
tuc trén [a;b], ki hieu 1a X ~ U([a;b]), néu X c6 ham mat do xac suat

1
fla)=qb-a

0, néu v ¢ [a; b).

néu z € [a; b),

Néu biét ring BNN X nhan gia tri ndo do trong khodng (a;b) ma khong biét
thém thong tin gi khac vé X thi ¢ thé xem mdi gia tri c6 thé ctia X trong (a;b) la
dong kha nang. N6i cach khac, X c¢6 phan phdi déu trén (a;b).

2 2 N b b— 2
Céac dac so cua phan phoi deu lién tuc la: E(X) = a;_ , D(X) = ( 12@) 7
b
ModX = m,Vm € (a;b), MedX = a; .

Vi du 2.24. Lich chay xe buyt tai mot tram xe buyt dugc bd tri nhu sau:
chuyén dau tién trong ngay sé khdi hanh tit tram nay lac 7h00, ci sau moi 15
phit sé c6 mot xe khac dén tram. Gid st mot hanh khach dén tram vao khoang
thoi gian tit 7Th00 dén 7h30. Tim xac sudt dé hanh khach nay phai chd

a) It hon 5 phat.

b) It nhét 12 phiat.

Loi giai. Goi X 1a s6 phut sau 7h00 ma hanh khach dén tram xe buyt thi
X 13 BNN c¢6 phan phéi déu trong khoang (0;30).

a) Hanh khach sé cho it hon 5 phit néu dén tram xe buyt trong khodng tir
7h10 dén 7h15 hodc tit 7h25 dén 7h30. Do d6 xac suat can tim 1a

1 15 30 1
P(10<X<15)+P(25<X<30):%(/ dx+/ dx>:§'
10 25

b) Hanh khach chg it nhat 12 phut néu dén tram tit 7h00 dén 7h03 hozc tit

7h15 dén 7h18. XAc suat can tim 1a
1 3 18 1
PO<X <3)+P(lb< X <18)=— dr + der | = —.
30\ Jo 15 5
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2.3.5. Phan phéi chuan

Phan phdi chuan la phan phéi thudng gip trong tu nhién ciing nhu trong ki
thuat, n6 déng vai tro rat quan trong trong li thuyét xac suat ciing nhu cac ting
dung ctia phan phéi nay trong xtt 1 s6 lieu. Phan phdi chuan con cé tén goi 1a phan
phoi Gauss.

a) Phan phdi chudan va phan phéi chuan tdc

Dinh nghia 2.17. BNN X dudgc goi l& tuan theo luat phan phdi chuan, ki
hieu 14 X ~ N (u,0?), néu ham mat do ctia n6 c6 dang

Fa) = —exp (—ﬂ) |

B oV 2T 202

Do thi ctia ham mat do ctia phan phdi chuan cé hinh cai chuong, va béi vay

phan phéi nay con dudc goi 1a phan phoi hinh chuong. Trung diém clia cai chuong
1

o2
thi chuong cang cao va cang “hep”, ngudc lai ¢ cang 16n thi chuong cang thap va
cang rong ra (H.2.2).

nay chinh Ia diem 2z = p, v& do cao ciia chuong chinh bang Néu o cang nho

f(x) //02:1 2 _

Hinh 2.2: P4 thi ham mat do phan phbi chuan

Hinh 2.3 cho thay hau hét xac suat clia mot phan phdi chuan nim trong
doan [p — 30, 4 30]. Cu the, néu X ~ N(u,0?), thi véi xac suat 99,7% ta co thé
tin rang gia tri cia X nam trong [ — 30, i + 30].

Phan phdi chuan la mot trong nhitng phan phdi xac suat quan trong nhat,
vi nhiéu phan phdi xac suat gap trong thuc té c6 dang dieu kha gidng phan phoi
chuan, vi du nhu phan phdi ctia chiéu cao ctia dan 6ng, phan phdi ciia chi s6 1Q
(chi s6 tri tug), phan phéi clia gia chiing khoan trong tuong lai... Dinh Ii giéi han
trung tam ma chiing ta dé cap dén & phan c) sé cho chiing ta co s6 I thuyét dé hiéu
tai sao c¢6 nhiéu phan phéi x4c suat trong thuc té trong gidng phan phdi chuan.

fx

p—3c p-20 p-o n p+o p+20 p+3c x
‘ |« 68% —» ‘
| 95% |
| 99.7% |

Hinh 2.3: Quy tac 20,30
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Céc tham s6 dac trung ctia phan phdi chuan gom:
E(X) = p, D(X) = 0% vd ModX = MedX = p.

Vi du 2.25. Do dai mot chi tiét may gia sit tuan theo luat phan phéi chuan
véi gia tri trung binh 20cm va do léch chuan 1a 0,5cm. Hay tinh xéc suat khi chon
ngau nhién ra mot chi tiét c6 do dai:

a) 16n hon 20cm,

b) bé hon 19,5cm,

¢) 16n hon 21,5cm.

Loi giai. Goi X 1a do dai ctia chi tiét may chon ra, r6 rang X ~ N(20;0,5).

a) Do MedX =20 nén P(X >20) =1— P(X <20)=0,5.

b) Tit Hinh 2.3, ta c6

P(19,5< X <20,5)=Plu—0c< X < pu+0)=0,68.

) 2
Do tinh doi xting nén P(X < 19,5) = 023 = 0,16 (va cling bang P(X > 20,5)).

c¢) Tuong tu cau b) ta duge

P(18,5 < X < 21,5) = P(j— 30 < X < ju + 30) = 0,99,
0,01
Tu day suy ra P(X > 21,5) = = = 0,005.
Dinh nghia 2.18. Néu BNN X c6 phan phdi chuan véi ki vong p = 0 va
phuong sai 02 = 1 thi X dugc goi 1a BNN c6 phan phéi chuan tac.
Ham mat do ctia phan phdi chuan téc ki hiéu 14 o(z) cho béi
12

o(z) = \/%6_77 Vz e R.

Ham phan phéi ctia phan phdi chuan tic ki hiéu 14 ®(x) cé biéu thiic

1 v t2
d(x) = — e 2dt, VxelR.
-/
Phu luc Bang I, IT cung cap bang tinh sdn cac gia tri clia ¢(z ) va ®(z ) Can cha
xT
¥ rang mot s6 tai lieu cung cap bang tinh gia tri ham ®g(z) = \/—_ [e T dt,x >0
0
(con goi 14 ham Laplace). Hon nita phan phéi chuan tic c6 ki vong p = 0 nén
12 e 1
®(0)=— | e zdt =—=. Khido
0)= 7%= _{O 5
O(z) = / 5 dt Op(x) +0,5, Vo >0.

Ham phan phéi ctia phan phéi chuan tic ¢6 cac tinh chit sau:

(i) ®(~z) =1 - &();
(i) Néu X ~ N(0;1) thi v6i moi a > 0, ta c6

P(|X|>a)=2(1-®(a)) va P(X|<a)=2P(a)—1.
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Dinh nghia 2.19. Gia tri U, dugc goi la gia tri t6i han miic o ctia phan
phéi chuan tic néu ®(U,) =1 — a.
Tu dinh nghia trén, néu X ~ A(0,1) va véi moi a € (0;1) thi

P(X >Uy) =P(IX|>Uyp)=a va P(X|<U,p)=1-o (2.9)
C6 thé chitng minh duge rang: néu X ~ N (u; 02) thiX_’uNN(O;l).Do do
o
P(Xga):P(X_'uga_M>Iq)(a_ﬂ),
g g g

P(agxgﬁ)_P<a—u§X—ugﬁ—u>_¢<ﬂ—u>_¢(a—u)7

g g g g g
P(|X—u|<g):P('X_“‘<f>:2@(5)—1.

g g g

Vi du 2.26. Goi X la chi s6 thong minh (IQ) ctia hoc sinh trung hoc co
s6. Gia st X ~ N(85;25).

a) Hoi chi s6 IQ trung binh clia hoc sinh trong lita tudi nay 14 bao nhiéu?

b) Tinh x4c suat chon dugc hoc sinh rat thong minh (X > 90).

c) Tinh ti 1& hoc sinh trong Iita tudi nay cé chi s6 IQ thuoc (80;95).

d) Goi Y 1a s6 hoc sinh ¢6 1Q thudc (80;95) trong 16p 50 hoc sinh. Hay chi
r6 luat phan phdi xac suat ctia Y.

e) Trong mot 16p gom 50 hoc sinh thi trung binh ¢6 bao nhiéu em rat thong
minh (X > 90)? Con s6 trung binh tim dugc c6 phai 1a s6 ¢6 kha ning xay ra cao
nhat hay khong? Vi sao?

Lai giai. BNN X ~ A/(85;25) nen E(X) = 85, D(X) = 25.

a) Chi s6 IQ trung binh chinh la ki vong va bang 85.

b) Xéc suat chon duge hoc sinh rat thong minh 1a

90 — 85
)
—1-®(1) =1—0,8413 = 0, 1587,

P(90 < X < +00) = ®(-+00) —q>(

c¢) Ti 1é hoc sinh trong lita tudi nay c6 chi s6 IQ thudc (80;95) 1a

P(80<X<95):<I>(95;85)—@(80g85)

= ®(2) - d(—1) = d(2) + (1) — 1
= 0,9773 +0,8413 — 1 = 0, 8168 ~ 82%.

d) Mot 16p gom 50 hoc sinh duge chon tit tap hoc sinh vdéi ti le
p= P80 < X <95) ~ 8%

duge xem nhu 50 phép thit Bernoulli véi xéac suat 82%. Nhu vay Y ~ B(50;0, 82).

e) Tuong tu cau d), ta lai ¢6 50 phép thit Bernoulli v6i p = 0, 1587 nén trung
binh trong 16p sé& ¢6 n.p = 50.0, 1587 = 7,935 (gan 8) hoc sinh rat thong minh. Hon
nita so6 trung binh trén khong phai 14 s6 c6 kha ning cao nhat. S6 hoc sinh rat
thong minh véi x4c suat 16n nhat 1a

m+)p—1<m<(n+1l)pesm=28.
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